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Parallele ﬁlgofithmen in der Stromungsmechanik
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[ o - 1. Einleitung
Heutige Computer sind, entgegen allen Prophezeiungen, noch
Uberwiegend seriell arheitende von Neumann—-EFEechner. Dies liegt
nicht etwa daran, dal Parallelrechner eine Fehlentwicklung
waren, oder sich uniiberwindhare Praobhleme hei der
hardwaretechnischen Realisierung ergdben, sondern ist lberuwie-
gend ein Softwareproblem, da die automatische Parallelisierung
von Algorithmen durch Compiler nur sehr bedingt midglich ist, Da
aber die Simulation physikalischer Systeme in natirlicher UWeise
ein paralleles Problem ist Cjedem Teilchen/Faumpunkt sein
eigenser Prozessor) ist es nicht verwunderlich, daff sich «viele
numerische  Algorithmen leicht (relativ »u Programmen  aus
anderen Bereichen) parallelisieren lassen. Andererseits hahen

es bei der gemaltigen Anzahl von Rechenoperationen gerade die
numerischen Programme nttig parallelisiect zu werden, -
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Rechner Kkéinnen grob in 4 Klassen eingeteilt werden:
SIS8D (Single Instruction Single Data) Rechner sind klassische
seriell arbeitende von Neumann- Rechner
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MISD (Multiple Instruction Single Data) Rechner bezeichnet man

1 i e I el B

Systeme, bei denen mehrere Prozessoren an einem BUS auf einen

gemeinsamen Speicher zugreifan.,.
SIMND (Single Instruction Multlple Data) Rechner sind vor allem
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Uektorrechner, die im engeren Sinn keine Parallelrechner sind.
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Die Hrlthmetlkeinheit' CALU)Y hesitzt zusdtzliche Befehle zur
Vektormanipulation, speziell wird die Berechnung des Skalarpro-
dukts unterstitzt (mit dem sich dann VUektor- & Matrixmultipli-
kation programmieren lassen). In (oft) einem Taktzyklus uwerden
zwei der ALU Gbergebene reelle Zahlen multipliziert und zu ei-
nem internen Register hinzuaddiert. Setzt man das Register am
Anfang auf Null und Ubergibt danmn seriell beide VUektoren, so
enthdlt das Register nach n Taktzyklen (n = Ldange des VUektors)
das Skalarprodukt heider Uektoran. - ' '
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.Bild'l: Skalarprudukt im Uektorreqhner
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Realisiert wird dies durch eine EﬁEELiQ? die nicht nur in Uek-
torrechnern Anwendung Findet. Schon einfache Anweisungen, wie
die Addition zweier reeller Zahlen, werden haufig in mehreren
Phasen (Schritten, Taktzyklen) von Je einem dafur ausgelegten
" Teil der Hardware bearbeitet. Um die anderen Teile nicht Brach
liegen zu lassen kann man schon bevor die Anweisung komplett
bearbeitet wurde, die nd@chste in Angriff nehmen und so dle Be-
fehle Uberlappt abarb81ten -

Echt parallelarbeitende SIMD-Rechner werden gerne in der paral-
lelen Komplexitdtstheorie (eingeschrédnkte Klasse von PRAMS)
verwendet und wadren fur viele parallelisierte numerische Rlgo-
rithmen ausreichend (ein Algorithmus angewendet auf viele ver-

schiedenen Daten).
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Bild 2: Pipeline
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Da aber in der Numerik wesentlich mehr Daten, als Programmmcode
zu speichern sind, kann man s sich leisten npotfalls auf allen
Prozessoren Duplikate des gleichen Programms zu speichern. [Man
gelangt so zur allgemeinsten Klasse, die MIMD (Multiple Data
Multiple Instruction) Rechrner, die aus mehreren Prozessoren be-
stehen mit eigenem lokalem Speicher FUr Programme und Daten. Im
Folgenden werden nur noch MIMD-Rechner betrachtet. -

Weiterhin konnen die einzelnen Prozessoren synchron (d.h.
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gleichgetaktet) oder asynchron arheiten. Da synchrone Rechner

£ = gmrey b g = L - 1. ]

zwar gerne Modelle theoretischer Untersuchungen sind, aber kein
reelles Abbild besitzen, werden im folgenden nur noch asyn-—
chrone Rechner hetrachtet.

Wenn mehrere Prozessoren an einem Problem arbeiten, mussen sie
von 2eit zu Zeit Daten austauschen. Geschieht dies Uber einen
gemeinsamen (d.h. allen Prozessoren verfugbaren) Speicher, soO
spricht man von einem speichergekoppelten System (Prozessoren

hangen an gemeinsamen BUS). Da abher (aus technischen Grunden)
immer nur eine beschréankte Zahl von Prozessoren (meist nur ei-

ner) gleichzeitig auf den globalen Speicher zugreifen kann
(auch wenn diese auf verschiedens Zellen zugreifen) stellt
diese Kopplung fUr wachsende Prozessorzahl eine zurehmende Eng-
stelle dar., Flr beliebig wviele Prozessoren tauglich ist eine
Uerhindung der Prozsssoren durch (serielle) Schnittstellen, auf
denen Machrichten = ausgetauscht | werden lonnen
(Botschaftorientiert), Da aber nicht Jjeder Knoten mit jedem
verbunden werden kann und eine fFlexible Verschaltung per Soft-
‘ware nur bedingt nglth ist, ist die Frage der VUerbindungsto-
pologie entscheidand. - | -
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Blld 3: Spelchergekappeltas / Bctsrhaftsorlentiartes Sgstem
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Uerblngungsstru}tur
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Als Verbindungsstruktur hat sich wvor allem der Hypercube bhe-
wahrt. Hier werden 2" Prozessoren mit n-stelligen Binarzahlen



durchnummeriert. Z2wei Prozessoren sind genau dann miteinander
verbunden, wenn deren bindre Nummer sich in hdchstens einem Bit
unterscheidet (Hammingabstand 1J). Die Vorteile dieser Topologie
sind: ' . '

1. einfach (zu verstehende) Verbindungsstruktur. -

2. Verbindungszahl proportional n2", wichst also nur leicht
Uberllinear mit der Prozessoranzahl.

3. Die grofte Entfernung zwischen 2 Prozessoren ist proportio-
nal n, wichst also nur logarithmisch mit der Prozessorzahl.

4, Die wichtigsten Strukturen wie k-dimensionale Netze und
Bdume sind als Substrukturen enthalten. ' '

Bild %:~ngercubas der Dimensimn 2, 3 und 4
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Fir lineare Netze, d.h., eine lineare Durchnummerierung der Kno-—-
ten, veruende man einen 2"-Gray—-Code. Dieser ordnet Jeder n-
stelligen Bindrzahl (also jedem Prozessor) eine (Uezimall-Zahl
in der Weise 2zu, dajf3 Prozessoren aufeinanderfolgender
(Dezimal)-Zahlen miteinander verbunden sind. FUr k-dimensionale
Netze mit Kantenl&@ngen 2 x .. x 2 verwende man k-Tupel von
2 —Braycodes (1$isk), die als n—-stellige Binarzahlen inter-
pretiert werden kdnnen. Durch zyklische Gray—-Codes erhalt man,
falls geschinscht, eine Wrapped-Around-Yerbindung, d.h. daB
Prozessoren auf gegenuberliegenden Seiten verbunden sind. Man
erhalt so k-dimensionale Tori. . | '
Einen Baum der Tiefe n und maximalem UVUerzweigungsgrad n erh&dlt
man, indem man zwei Knoten genau dann miteinander verbindet,
wenn die EBinarnummer des einen Knoten (Uater) aus der Nummer

des anderen (Sohn) durch ldschen des letzten 1-Bits hervorgeht.
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001 001.00 001.01 001.11 001.10
011 011.00 011.01 011.11 011.10
010 010.00 010.01 010.11 010.10
% 110 = 110.00 110.01 110.11 110.10
111 111.00 111.01 111.11 111.10
101 101.00 101.01 101.11 101.10
100 100.00 100.01 100.11 100.10

I R i Rt . mﬂmuhﬂnmﬂnﬂhhlﬂ-lh e g gl R B T L D R D R R P T A L B B N L R RN R DR b e R v e AR R Ry Bl by i

] s -

1011

4104 a111

(A0 CO11

0101 0444 - |
Bild &:; Baum in einem 4- Euhp |

T T I PR LR LT EL R R DL LRI AR [ Ll "H Ml

Laufggigmparallelar Algorithmen: -

Arbeitet man mit P Prozessoren statt mit einem, so kann man ma-
ximal eine Geschwindigkeitssteigerung (SggggupJ um den Faktor
S=TC1)/TC(P) = ’2eit die ein Prozessor zum Ltsen des Problems
benotigt’ / ’2Z2eit die P Prozessoeren dazu bendtigen’ erwarten.
In der Praxis wird dieser Wert aus folgenden Grunden nicht er-
reicht. 2um einen missen die Prozesse durch einen Master-Pro-
zess erzeugt und auf die verschiedenen Prozessoren verteilt und
die Ergebnisse wieder abgsholt werden; hier spricht man von
statischem Overhead, zum anderen kostet der Datentransfer wdh-
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rend der Laufzeit oft erhebliche Zeit, da die Transferraten

(Byte/sec = Baud) um den Faktor 100-1000 niedriger als die Be-
- Fehlszykluszeit (in der Numerik im wesentlichen die Flief3komma-
operationen/sec = Flops) sind. Hinzu kommen noch Totzeiten der
Prozessoren, in denen sie nur auf die Ergebnisse anderer Pro-
zessoren warten hier spricht man von dynamischem QOverhead.
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Diese sogenannte Wasted Time ergibt sich aus W=T*T(P)-T(1). Die
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EfFfizienz eines parallelen Algorithmus ist gegeben durch E=5/P

die im besten Fall C(ohne Overhead) 1 ist. Manchmal passiert es
auch, dafl ein (vielleicht optimaler) serieller Algorithmus un-
geeignet zur Parallelisierung ist so, daf3 auf einen (vielleicht
sogar Ocnungsm&fig) langsameren zuruckgegrlffan werden muf3, der
sich parallellsleren laBt -
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Algorithmen lassen sich auE- varschiedénen Programmierebenen
parallelisieren. AUfF obherster Ebene bef indet sich die Paralle-




lisierung mittels nghﬁ_(Task Prozesse). Die Tasks entsprechen

auf der Softwareseite den nebensinander arbeitenden Prozessoren
auf Hardwareseite. Ein Taskmanager verteilt die Prozesse auto-
matisch auf die Prozessoren. Der Uorteil dieser Methode liegt
darin, daf3 Anderungen in der Hardwarelonflguratlun den Soft—
warehersteller nicht berthren; Werden mehr Prozessoren zur Ver-
Figung gestellt so wird das Programm (ohne irgendeine Modifika-
tion), solange es gentugend viele Tasks enthdlt, entsprechend

schneller. Da bei sehr vernetzten Problemen die geschickte Auf-
teilung der Tasks auf die Prozessoren wesentlich zur Effizienz
heitrdgt, ist disse Methode ungeeignt.

Die Aufteilung auf unterster Ebene, auf Instruction- Level zielt
in Richtung Datenflufirechner und ist heute noch sher Gegenstand
theoretischer Untersuchungen.

Fur uns am interessantesten ist die Parallelisierung auf Loop-
Level, da Numerikprogramme von Loops ziemlich Ubersidt sind.
OfFtmals sind die Berechnungen in den einzelnen Loop-durchlaufen
unabhéngig voneinander (oder konnen auf einfache Weise unabhan-
gig gemacht werden), d.h. daRl die Reihenfolge der Berechnung
keine Rolle spielt. Ist dies der Fall, so kiSinnen samtliche
Durchlaufe auch parallel berechnet werden. '

Der Einfachheit halber geht man in der Weise vor, dafR man einen

Algorithmus zuerst wvollstandig parallelisiect C(oder zumindest
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weitgehend), um ihn dann auf die zur Verfigung stehenden Pro-
zessoren so zu verteilen, dafd die Kommunikation zwischsn ver-
schiedenen Prozessoren auf ein Minimum reduziert wird, da Jjene
(zeitlichJ) teuer sind. '
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3. Existierende & geplante Parallelrechner ' J
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Die (ray 2 ist ein Uektorrechner mit 4 Background-CPUs in ECL-
Logik mit 4,1 ns Zukluszeit und B4KByte lokalem Speicher. Sie
besitzt sinen SHBit—FmregrDund—Prczassor mit 26GByte RAM und
zdhlt mit 2GFlops zu einem der schnellsten heutigen Rechner
(trotz geringer Parallelisierung). Sie hat die Form einer Tonne
um die internen Kabellidngen kurz halten zu kdnnen und ist im
Gegensatz zu ihrem Uorgdnger Flussigkeitsgekuhlt. Wartungsex-
perten bedauern sehr, da3 das Konzept der ’integrierten Sitz-

bank’ der Cray 1 (aus Kostengrinden 77) nicht Ubernommen wurde.
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Transputer sind RISC-Prozessoren von der Firma INMOS die spezi-
ell FUr Parallelrechner entwickelt wurden. Die Prozessoren be-—
sitzen jJe 4 Links (Serielle Schnittstellen) mit denen sie zu
beliebigen Topologien (natlurlich mit maximalem Verzweigungsgrad
4) verbunden werden kdnnen. Da Links & Coprozessor im T818 be-
reits integriert sind, kann ein Rechnerknoten mit relativ weni-
gen Bauteilen aufgebaut werden. Erweiterungskarten mit Je 4
ITransputern gibt es schon Fur PCs.,

Alliant.

Alliant entwlckelt auf der Basis des Uektorprozessors iB860 von
Intel einen Parallelrechner. Allein ein iBB0 (B4Bit-Prozessor +
- Loprozessor) weist schon die Leistung einer Crayl auf. Der i860
snll auf dem Gebiet der GroRrechner der Standardprozessor (PAX-
Standard) werden, so wie die BOxB6 im PC-Bereich

suprenum :




Der Suprenumwﬁechner 15t eine Entwlcklung der GMD (Gesellschaft
FUr Mathematik und Datenverarbeitung). Er besteht aus 16 Clu-
stern, die in einer Hypercube-Topologie (der Dimension %) ver-
bunden sind. Jeder Cluster besteht aus 16 32-Bit Prozessoren
von Motorola (68020) plus Coprozessor (688822 plus. je 8 MBuyte
lokalem Speicher, die Uber sinen Bus miteinander und verschie-
denen anderen Komponenten verbunden sind. Die Uerwendung wvon
‘Standardchips snll dieses System relativ billig machen. Es
wurde versucht durch eine heterogene Struktur die Nachteile von
BUS—- bzw. hotschaftsorientierten Systemen zu vermeiden. Entwic-
kelt wurde der Rechner vor allem fir Mehrgitterverfahren.
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Die 16 Cluster des Suprenum-Prototyp-Rechners sind
matrixiérmig iber das Suprenum-Bus-System miteinander

o e U ,verbunden.
GI' l' _ I' !t
O Q +++- QO
Kommunitstionsknoten O Rachenknoten |
C)WREMH-IUI. ssun Clusterbus. | | 2

Bild 7: Suprenum?ﬁechherarchitektur
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ARls Beispiel zur Parallelisierung soll auch hier das Modellpro-
blem, die Laplace-Differenzialgleichung

Jg . Fo  =0
_ dx? ag .
auf einem Rechteckgehiet mit 8{x,y’=4, (x,yr als Randbedingung
hetrachtet werden., Diskretisiert man die gl auf N*N Punkten,
so geht die Dgl in eine DiEEerenzengleichung derc Form

.. D, A0 m,.,_,_-_--%m =0 mit 0<i, j<n und

g, 4,. B; @4 gegeben durch die Randbedingung

N, 1,0
Luber. Daraus léBt sich die Iterationsvorschrift

ln+1) (m) L mi") () in)
m'rd =(@“44 m"“’l+ml;d*4 mﬂl *I-]'/Li

gewinnen.

LR N LR EL L LRI )



Dies ist das Jakohi-Verfahren, Ersetzt man den alten Wert von
0 nicht ganz durch den neuen, sondern gewichtet ihn mit dem

alten, so laft sich die Konvergpnz erheblich beschleunigen,

(ht1) h {n) |
o, ’:—-mr:_raf*jiﬁm +

(") L'?) .
Y-, m1.444+m A Bt SR

1,4~ 4

Doch auch dieses Verfahren konvergiert relativ schlecht gegen
die Losung OCMN logMN), da (hildet man das Fowierspektrum) je
nach Wahl wvorn w entweder dis hochfrequenten Anteile oder die
Nigderfrequenten schlecht konvergieren. Die Idee ist nun @in
paar Schritte mit FOr die hochfrequenten Anteile optimalem w
(=0.7) zu iterieren und dann die niederfrequenten Anteille zu
varhessern. Dazu kann auf ein grioberes Gitter (Restriktion)
Ubergegangen werden, bzgl dessen die nledcrfrcquenten Anteile
aufgrund des groberen Gitters wieder hochfreuent sind und so
das Uerfahren iteriert werden kann., Durch Interpolation wund

nochmalige Anwendung ein paar Jakobi-Schritte erhdlt man nun
eine verbesserte Liosung auf dem feinen Gitter. Dies ist der
Mehrgittter-U-2yklus.

Um einen Startwert fir den U-Z2yklus zu erhalten zieht man sich
nahezu am eigenen Kopf auf dem Sumpf. Man wdhlt ein sehr grobes
Bitter mit Startwert 0=0. Wendet man nun den VU-Zyklus an und
interpoliert auf ein nd3chst feineres Gitter, so esrhdlt man
einen Startwert FfUr dieses feinere Gitter. So kann successiv
durch U- nglen die Losung auf dem feinsten Gitter approximiert
werden. . : ,

Details kiinnen in [2] nachgelesen werden. Trotz dieses recht

aufwendig anmutenden VUerfahren hat es nur die Ocdnung OCN®} und
ist somit eines der schnellsten.
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l _ _ 5. Parallelisierung des Multigrid-Algorithmus
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Einen (allein aus physikalischen Grunden) geeigneten Ansatz zur
- Parallslisierung des Multigrid-Algorithmus bietet die Parallel-
verarbeitung der einzelnen Gitterpunkte. Dazu werden parallele

Uarianten des Jakobi-Uerfahrens (mit Relaxation), der Interpo-

lation, der PRestriktion und eventuell einer qlobalen Fehlerbe-
stlmmung benotlgt

Paralleler BGaufi-Seidel - ﬁlgorithmus

A - alial i i el e ke e

Das Jakobi-UerfFahren ist direkt geeignet Jjeden Gitterpunkt par-
allel zu berechnen, falls man die neu berechneten Werte zuerst
in einem weiteren'ﬁrrag zwischenspeichert. Wirde man die Werte
direkt Uberschreiben, so kann es passieren, daf3 ein Nachbhar-
punkt nicht den alten, sondern den neuen Wert zur Berechnung
verwendet. Wie sich zeigen lafft ist dies aber sogar von Vor-

teil, wenn teilweise zur Berechnung schon die neuen Werte ver-
wendet werden. Die Iterationsformel -

) (1) 1) |
mff"j”:ﬂw(m:,,d m{":"j o, + ﬂ""ﬂd_g JH4+C1—1w) 0

von GauB & Seidel konverglert doppelt so schnell wie das Jako-
hiverfahren, laf3t sich nur leider nicht mehr vollst&andig paral-

lelisiesren.

Die gebriduchlichte Variante ist die Red Black-Facrbung. Da% Git-

ter wird Schachhrettmusterartig 51ngefarbt (man beachte: rot,
nicht weif3) und zuerst alle rcten Punkte iteriert

- {l1en (n) { . ‘
o, = CE.IL,, 0,03+, 7.0 3/ mit i+) gerade



wund dann.alle schuwarzen

‘"*‘4, {he 2
B, (mmdf mffq?“"ﬂﬁ?fj +0 /4 mit J.+J ungerade,

wobei die neuen roten-MErte varuwendet werden.,

ng@llele REStFlktlDQ“ynd Iggpqukggigg_

Restriktion und Intarpmlatlon bereiten keine Schwierigkeiten
bei der Parallelisierung. Man verfeinert das Gitter meist, in-
dem man die Z2eilenzahl gleichzeitig mit der Spaltenzahl verdmp~
pelt und somit in jedem Schritt die vierfache Punktzahl erhialt.
Manchmal erhoht man Zeilen— und Spaltenzahl alternierend so,
daf die NetzgrtRe um den Faktor 2 zunimmt. Die einfachste ﬂrt

der Interpolation im ersten Fall ist die lineare'Interpqlation

(h) _ (2h) - ' _ ) m,; T A A
mg,,z.,' 0, o | . m?i*f.?j'f ( ﬂ !B A4 F05s, ; )4 m'u,:hp / L‘i

(4) (2h) m,) | ' (b (%) ()
mglfgd”r (E;,- EIMJIE | m‘?,"i “(m +£UH,,4)/E’

Restriktion erfolgt am 81nfachstsn durch Weglassen der nicht-

henotigten Punkte
- g(®™ . =g®
» - 2‘/'2’

oder durch Mittelbildung.
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'Bild B: GBitterverfeinerung / -vergrdberung
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[ B. ﬁuft51lung des Gltters auf dle Prozpssoren
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Da 1i.a. weSentlich_weniger als N2 Prozessoren zur Verfugung
stehen mufd das N*N-Gitter in P € N2 Teile zerschnitten werden.
Dab81 sallte auf Folgendses geachtet werden:

1. Ahnllche GlttervertELIung Fur die varschledenen Uarfeine—
- rungsstufen.

c. Geringe Kommunikation zwischen den Prmzegsorpn.

3. 5151chmaﬁlge ﬁrheltsverte1lung

In unserem Fall sind die Bedingungen leicht zu erfullen. MNan
teilt das Gitter in P Quadrate, wobei P Quadratzahl sei. Da der
Rechenaufuwand pro Prozessorknoten porportional zwur Anzahl der
Gitterknoten und der Kommunikationsaufwand zwischen den Prozes-—
soren proportional zur Zahl der Randknoten ist bieten (Quadrate
CKreise gehen leider nicht) dies beste Effizienz.

Um einen einheitlichen Algorithmus auch FUr Pandpunkte zu ge-
wdhren, ist es von Uorteil zusdtzlich die Randpunkte der Nach-
barprozessoren (da diese zur Berechnung bendtigt werden) als



Kopie zu speichern und nach einem Iterationsschritt durch AUS—
tausch die Konsistenz wieder herzustellen.
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Bild 9: ﬁufteilung der Prozessoren
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Eihe‘eventuell -behﬁtigte_ globale FehlerbestimmUng kann wie
fFolgt unter VUerwendung der Baum-Sub-Struktur bhestimmt werden:

1. Berechne Fehlersumme der esigensn Gitterpunkte

2. Lese Fehlersumme aller Sohne und addiere sie hinzu
3. Schicke Summe an Uater-Knoten falls Uater existiert
Y. Lese'Summe van Uater-Knoten fFalls Uater existiert
5. Schicke Summe an alle Sahne

Nach OCClogP)2) Zeit-enthélt 'Summe’ die globale Fehlersumme.

Da der Hultigridalgorithmus nur  eine mehmalige Anwendung von
Vergrdberung, Verfeinerung, Relaxation, Transfer und ev. Febh-
lerbestimmung ist, ist damit auch dieser parallelisiert.
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- . Farallela Pachnerarchltehturen
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Skalarprodukt, 2 Ops parallel,
Synchrone / Asynchrone Parallelrechner

Echte Parallelrechner ' -
Pipeline: Bedienzeit,
Kommunikation:
Verbindungsstrukturen:
Hypercube -> Netze (Gray- Code)
Speedup, Effizienz, Stlscherfdgn.
Task- /Loop-/ Instrurtlonlevel Para]lPllqurung

Totale Parallelisierung,

sonst

Durchsatz, Assemhler schuwierig.

BUS,gem Speicher, ser
Baum,

- Semaphore Prozesse, é}hf@ck Eispack
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3, Eﬁistiarende & geplante Parallelrechner
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"Herleitung

Jakohi-VUerfahren, Gauf-Seidel

Pestrlktlon Iﬁterpmlatlcn
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5 Paralleliﬁlerung-des Multigrid-Algorithmus
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Varianten von GaufR-Seidel

Restr., Gauli-Seidel
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5. ﬁuEtE11ung des Bltters auf die Prozessoren
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Gleiche Rechenlast
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Grenzen,
Gitterpunkte
Verdoppelung der Grenzen
Berechnung des globalen Fehlers
grobstes Gitter = Prozessorgitter
Lowlevel Blocking
Simulationsergebnisse aus Artikel

Minimale

dann Uertellen aus PPLhneranL
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